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אWא אאא א 

I . الدوال الأسية النبيرية  :Fonctions Exponentielles :                                   
 : تعريف . 1    

⎤,0 دالة متصلة وتزايدية قطعا على المجالln                    نعلم أن  ⎡⎦   تقابل من المجال lnإذن  . ∞+⎣

                   0,⎤ ⎡⎦  نحو المجال ∞+⎣
0

lim ln , lim ln ,
xx

J x x
+ →+∞→

⎤ ⎡ ⎤ ⎡⎦ ⎣⎥ ⎢⎦ ⎣
= = −∞ +∞ =. 

 : ، ولدينا exp تسمى الدالة الأسية النبيرية ونرمز لها بالرمز ln                   الدالة العكسية للدالة

                   1exp ln−=            و                        
 
 

 :ملاحظات . 2    
  exp0 دالة متصلة وتزايدية قطعا على المجال,⎤ ⎡⎦ ⎣+∞  )   . 1exp ln−=(   

: نعلم أن  
0

lim ln
x

x
+→

= lim  و  ∞− ln
x

x
→+∞

=  :     إذن  . ∞+

( )lim exp 0
x

x
→−∞

)     و     = )lim exp
x

x
→+∞

= +∞ 

   ( ): exp 0x x∀ ∈ >.  

  .R هي expمجموعة تعريف الدالة 

 : قاعدة التحويل . 3    
                                  ( )0, , : ln expx y x y x y⎤ ⎡

⎦ ⎣∀ ∈ +∞ ∀ ∈ = ⇔ = 

)                                                   :         مثال  ) ( )ln 1 0 exp 0 1= ⇒ =  

                                                                    ( ) ( )ln 1 exp 1e e= ⇒ = 

                                                                  ( ) ( )2 2ln 2 exp 2e e= ⇒ = 

 : خاصيات . 4    
                  

 
 
 
 
 
 
 
 
 

 :برهان        
):            نضع        )expa x=   و   ( )expb y= .  إذن :( )lnx a=  و  ( )lny b= 0 وa 0b و < >.  

):                 ولدينا  ) ( ) ( )ln ln lnab a b x y= + = 0ab و + ): إذن  . < )expab x y=  : أي  . +

( ) ( ) ( )exp exp expx y x y+ = × 

)آتابة جديدة ل . 5     )exp x :  

):         نعلم أن   ): ln rr e r∀ ∈ ):  إذن  .= ): exp rr r e∀ ∈   :Rثم نمدد هذه العلاقة إلى  . =

)         :       نتيجة  ): exp xx x e∀ ∈ = 

( ) ( )1

exp : 0,

exp lnx x x−

⎤ ⎡⎦ ⎣→ +∞

=

xلكل  y  ولكل ∋  :  ، لدينا ∋rل   ولك∋n  ولكل ∋

( ) ( ) ( )exp exp expx y x y+ = × 

( ) ( )
1exp expx

x
− )        و    = ) ( )

( )
exp
exp

exp x
y

x y =− 

( ) ( )( )expexp
n

xnx )     و    = ) ( )( )exp exp
r

rx x= 
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 :نتائج . 6    
 

               
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 : نهايات هامة . 7    

          
 

 :        برهان 

xt   نعتبر                   e= .  لدينا :
x

t
→+∞
): إذن  . ∞+→ ) ( )

1lim lim lim
ln ln

x

x t t
e t
x t t

t
→+∞ →+∞ →+∞

= = = +∞. 

0:                    ولدينا 
x

t +

→−∞
):   إذن    . → )

0
lim lim lnx

x t
xe t t

+→−∞ →
−= = ∞.    

:                     ولدينا 
0
1

x
t

→
:   إذن  . →

( ) ( )0 1 1
1 1 1lim lim lim 1

ln ln
1

x

x t t
e t

x t t
t

→ → →

− −= = =

−

.  

 :   يات التالية   أحسب النها:مثال        
3 2

2

1
2

lim ; lim ; lim

lim ; lim 1 ; lim

x
x x

x x x

x xx
x x x

eC B x e A x e
x

F xe E x e D x e

→+∞ →−∞ →−∞

−
→−∞ →∞ →+∞

⎛ ⎞
⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠

= = =

= = − =
 

 :خاصيات . 8     
  : 1         خاصية 

                                                          
( )
( )ln

: ln

0, :

x

x

x e x

x e x⎤ ⎡⎦ ⎣

∀ ∈ =

∀ ∈ +∞ =
               

      : 2         خاصية 

                                              

: 0
; :

x

yx

yx

yx

x e
x y

e e x y
e e x y
e e x y

∀ ∈ >
∀ ∈ ∀ ∈

= ⇔ =
< ⇔ <
≤ ⇔ ≤

      

 

(i                                       ;lim 0 limx x
x xe e→−∞ →+∞= =+∞ 

( ) (0, ; : ln y iix y x y x e⎤ ⎡
⎥ ⎢⎦ ⎣

∀ ∈ +∞ ∀ ∈ = ⇔ =  

      ; ; :x y r∀ ∈ ∀ ∈ ∀ ∈                                                       (iii  

( )

1 ;

;

x y yx x
x

xr x yrx x
y

e e e ee
ee e e e

+−

−

= =

= =
 

(iv  لدينا       : 

( )
exp : 0,

exp xx x e

⎤ ⎡
⎦ ⎣→ +∞

=
 

0
;1lim 1 lim 0 lim

x x
x

x xx
e exex x→−∞ →+∞→

− = = = +∞
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):  المعادلة   حل في . 1    :         مثال  ) : 5 6 0x xE e e −− + =.  

):  المراجحة حل في . 2                      ) 5 6 0: x xe eI −− + >.  

 :       الجواب 
)عادلة نضرب طرفي المت. 1                      )Eفي xe فنجد   : 

                                                   ( ) ( )2
2

5 6 0

5 6 0 /

x x

x

e e

t t t e

E ⇔ − + =

⇔ − + = =
 

∆1:                         ولدينا  2t: إذن  . = 3t  أو  =  :وبالتالي فإن  . =

                                                         3xe )  أو  = ) 2xE e⇔ =   

                                                 ( )ln 3x )  أو = )ln 2x⇔ = 

):                         وبالتالي فإن  ) ( ){ }ln 2 , ln 3S =.  

 :بنفس الطريقة ، نجد . 2                    

( ) ( )

( ) ( ) ( )

2

2

5 6 0

5 6 0 /

2 3
ln 2 ln 3

2 3 /

x x

x

x

x

F e e

t t t e

e
F x

t t e

⇔ − + <

⇔ − + < =

⇔ < <
⇔ < <

⇔ < < = 

):                        وبالتالي فإن  ) ( )ln 2 ,ln 3S ⎤ ⎡
⎦ ⎣=.  

 
II . مشتقة الدالة الأسية:                   Dérivée de la fonction Exponentielle : 
 

  :expالدالة المشتقة للدالة  .1
 

1exp:           لدينا  ln : 0,− ⎤ ⎡⎦ ⎣= +∞.  

 ln 0 دالة قابلة للاشتقاق على المجال,⎤ ⎡⎦ ⎣+∞.  

 ( ) 10, : 0x ln x
x

⎤ ⎡⎦ ⎣∀ ∈ +∞ = ≠′. 

1exp: إذن  ln−= دالة قابلة للاشتقاق على المجال  :( )ln 0,⎤ ⎡⎦ ⎣+∞  :  ، ولدينا=

 ( ) ( ) ( )
( )( )

( )
( ) ( )1 1

1
1

1 1: ln ln exp1ln
ln

x exp x x x x
ln x

x

− −
−

−

′∀ ∈ = = = = =′
′

. 

): وبالتالي فإن  ): 'x xx e e∀ ∈ =.  

 :خاصية 
 
 
 
 

  

   exp ولدينا  دالة قابلة للاشتقاق على ، : 

( ): 'x xx e e∀ ∈ =  
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 : ودالة قابلة للاشتقاق على مجال expمشتقة مرآبة . 2    
 : خاصية 

             
 
 
 
 

): لأن  )( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )' exp expu x u xe u x u x exp u x u x u x u x e′= = × = × = ×′ ′ ′ ′.  

)                             :مثال  ) ( ): 'x x xx e x e e− − −′∀ ∈ = = −.  

                                     ( ) ( )2 2 2: ' 2 2x x xx e x e e′∀ ∈ = =.  

  :expمنحنى الدالة . 3     
  : exp         جدول تغيرات الدالة 

 
  :expمنحنى الدالة         

 

 :إذن   . I دالة قابلة للاشتقاق على مجالuلتكن 

 ( )u xx eدالة قابلة للاشتقاق على المجال I ولدينا ،  : 

    ( ) ( ) ( ): 'u x u xx e u x e⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎝ ⎠

∀ ∈ = ×′ 
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III .الدالة الأسية للأساسa :                     Fonction Exponentielle à base a :
 :تعريف . 1      

                       
 
 
 
 
 
 
 
 

 : قاعدة التحويل . 2     
     

 
 

 :            مثال 
                                              ( ) ( )log 1 0 exp 0 1a a= ⇒ =   

                                              ( ) ( )log 1 exp 1a aa a= ⇒ = 

                                           ( ) ( )2 2log 2 exp 2a aa a= ⇒ = 

)آتابة جديدة ل . 3      )expa x:  

0a         ليكن   1a و < ): لدينا  . ≠ ): log r
ar a r∀ ∈ ): إذن  . = ): exp r

ar r a∀ ∈ =. 

):             يمكن أن نعمم هذه النتيجة آما يلي  ): exp x
ax x a∀ ∈  : إذن  . =

( )
exp : 0,

exp
a

x
ax x a

⎤ ⎡
⎥ ⎢⎦ ⎣

→ +∞

=
 

 : خاصيات . 4      
0a         ليكن   1a و < ≠ .  

 
 
 

     
 

      
 
 
 
 
 
 

 :          وبتعبير آخر ، لدينا 
 
 
 
 
 
 

0aليكن  1a و < ⎤,0 تقابل من المجال logaنعلم أن  . ≠ ⎡⎦   . نحو ∞+⎣

  ، ونرمز لها a يسمى الدالة الأسية للأساس logaالتقابل العكسي للدالة 
 :  ولديناexpaبالرمز 

( ) ( )

1

1

exp log : 0,

exp log
a a

a ax x x

−

−

⎤ ⎡
⎦ ⎣= → +∞

=
 

( ) ( )log expa ax y x y= ⇔ =            0, ; :x y⎤ ⎡
⎦ ⎣∀ ∈ +∞ ∀ ∈

x         لكل  y  ولكل ∋  : ، لدينا ∋r ولكل ∋

( ) ( ) ( )exp exp expa a ax y x y+ = × 

( ) ( )
1exp

expa
a

x
x

− =       ;     ( ) ( )
( )

exp
exp

exp
a

a
a

x
x y

y
− =

( ) ( )( )exp exp
r

a arx x= 

0a لكل  x و لكل < y  ولكل ∋  : ، لدينا ∋r ولكل ∋

( )
( )

; 1 1 ;
1; ;

r x y yrx x x x

xyxy x yx x
y x

a a a a a
aa a a a aa

+

− −

= = = ×

= = =
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):      نضع :         برهان  )expa xα )  و  = )expa yβ = .  

):                           إذن  )logax α= و ( )logay β=   0 وα 0β  و  < >.  

):                           ومنه فإن  ) ( ) ( )log log loga a a x yαβ α β= + = 0αβ  و  + > .  

):                           إذن  ) ( ) ( )exp exp expa a ax y x yαβ+ = =...  

):            قاعدة التحويل تصير  )0, ; : log y
ax y x y x a⎤ ⎡

⎥ ⎢⎦ ⎣
∀ ∈ +∞ ∀ ∈ = ⇔ = 

):                      لدينا :مثال           )3
ln 23 2 log 2 ln3

x x= ⇔ = = 

:                                      لاحظ أن 

( ) ( )
( ) ( )

( )3

ln 3 ln 2

ln 3 ln 2
ln 2
ln3

3 2 log 2

3 2 x

x

x

x

x

x

⇔ =

⇔ =

⇔ =

= ⇔ =

=

 

)آتابة جديدة ل . 5     )expa x:  

0a  ليكن-أ           1a و < xليكن  . ≠ ): نضع  . ∋ )expay x= .  إذن  : 

( ) ( )

( ) ln

exp

exp

log
ln
ln

ln ln

a

a

a

x a

y x

y x

x y
yx a

x a y
y e

= ⇔

⇔

⇔

= ⇔

=

=

=
=

 

1a و <0a  لكل :1نتيجة                  ):  ، لدينا ≠ ) ln: exp x x a
ax x a e∀ ∈ = = 

5: لدينا        :مثال                   5ln33 e=.  

:ln:                  ، لدينا <0aلكل    :2  نتيجة - ب        x x ax a e∀ ∈ = 

1a بإضافة الحالة 1                                لاحظ أنه تم تمديد النتيجة =. 
)مشتقة الدالة. 6     )expa x0يث  حa 1a و < ≠:  

x   ليكن       ):  ، لدينا ∋ ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )ln ln lnexp ln ln ln expx a x a x a
a ax e x a e a e a x′ ′′ = = = = 

)      :1نتيجة                  ) ( ) ( ): exp ln expa ax x a x′∀ ∈ = 

)          :2نتيجة                  ) ( ): lnx xx a a a′∀ ∈ = × 

) :لدينا  :  مثال                 ) ( ): 2 ln2 2 0x xx ′∀ ∈ = × >.  
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IV . تمارين تطبيقية: 
  :      1   تمرين تطبيقي رقم    
 : المعرفة بما يلي x الدالة العددية للمتغير الحقيقيf                                      نعتبر   

( ) ( )

( ) ( )

1
11 ; 1

ln
1 ; 1

xf x x e x
x

f x x xx

−
⎧
⎪
⎪
⎨
⎪
⎪⎩

= − <

= − − ≥
 

) أحسب    -أ. 1     )lim
x

f x
→−∞

)  و   )lim
x

f x
→+∞

.  

  .1 متصلة في f بين أن    -      ب
  .1 في f أدرس قابلية اشتقاق  -أ. 2    

)بين أن    -      ب )
1

12,1 : 1
xxx f x ex
−⎤ ⎡

⎦ ⎣
−∀ ∈ −∞ =′ −

.  

⎤,1  تزايدية قطعا على المجال fتحقق من أن   -      جـ ⎡
⎦ ⎣+∞.  

  .f أعط جدول تغيرات الدالة  -       د
)تحقق من أن المستقيم    -أ. 3     ) : 1D y x= )لمنحنى مقارب ل− )fCثم أدرس ∞+ بجوار ،  

)النسبي للمنحنى الوضع             )fCوالمستقيم ( )D.  

):    بين أن -     ب )lim 0
x

f x x
→−∞

− =.  

)أنشئ المنحنى.      4    )fC.  

 :       الحل 

):  لدينا-أ. 1             ) ( )
1

1lim lim 1 x
x x

f x x e −
→−∞ →−∞

= − = )و ∞− ) lnlim lim 1
x x

xf x x x→+∞ →+∞
= − − = +∞. 

  :1 في f  دراسة اتصال الدالة-              ب

):                                           لدينا  ) ( )1 1
lnlim lim 1 0 1

x x
xf x x fx+ +→ →

= − − = =  

):                         و لدينا  ) ( ) ( )
1

1
1 1

1lim 0 1lim lim 1 tx
tx x

e e f
t

f x x− −
−

→−∞→ →
= × = == ، وذلك بوضع−

1
1t x=

−
. 

):                     إذن  ) ( ) ( )11
lim lim 1

xx
f x f x f−+ →→

=   .1 متصلة في fومنه فإن. =

  :1 في fق الدالة  دراسة قابلية اشتقا-أ. 2            

:                     لدينا 
( ) ( )

1 1 1

ln11 ln 1lim lim 1 1 11 1 01 lim
x x x

xxf x f xx
x x x x+ +→ → +

−
=

→

− −
= = − × = −

− − −
 :إذن . 

                  f و 1 قابلة للاشتقاق على اليمين في ( )1 0df )ومنه فإن المنحنى . ′= )fC يقبل نصف  

)                   مماس أفقي )dT معادلته 1 على اليمين في النقطة ذات الأفصول : 

( )( ) ( )1 1 1
1

dy f x f
x

⎧⎪
⎨
⎪⎩

= − +′
≥

: أي   . 
0
1

y
x
⎧⎪
⎨
⎪⎩

=
≥

 : ( )dT 

:                   ولدينا
( ) ( ) ( )

1
1

1 1

1
1

1

1 1lim lim lim 01 1 lim
x

t
tx x

x
x

ef x f x ex x e− −

−

→−∞→ → −
−

→

−
=

−
= =

− −
 حيث=

1
1t x=

−
) و 1 قابلة للاشتقاق على اليسار في f:       إذن             )1 0gf )ومنه فإن المنحنى . ′= )fCيقبل نصف  
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)                   مماس أفقي )gTمعادلته 1ات الأفصول  على اليسار في النقطة ذ : 

( )( ) ( )1 1 1
1

gy f x f
x

⎧⎪
⎨
⎪⎩

= − +′
≤

: أي   . 
0
1

y
x
⎧⎪
⎨
⎪⎩

=
≤

 : ( )gT 

)                   وبما أن  ) ( )1 1 0g df f= =′ ) و 1 قابلة للاشتقاق في f فإن  ، ′ )1 0f =′ . 

)                   ومنه نستنتج أن للمنحنى )fCمماس أفقي ( )T معادلته 1 في النقطة ذات الأفصول : 

( )( ) ( )1 1 1y f x f= − ): أي  . ′+ ) : 0T y = 

1x, ليكن -              ب ⎤ ⎡
⎦ ⎣∈  :              ، لدينا ∞−

              ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
1 1 1 1 1

1 1 1 1 111 1 1 1 1
x x x x xf x x e x e x e e x ex
− − − − −

⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞
⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎝ ⎠⎝ ⎠ ⎝ ⎠

′ ′ ′′= − = − + − = + −′ − 

                                                                                   ( ) ( )
( )

1
1

2

1
1 1

1
x

x
e x

x
−

⎡ ⎤⎛ ⎞
⎢ ⎥⎜ ⎟
⎢ ⎥⎜ ⎟
⎢ ⎥⎜ ⎟
⎢ ⎥⎜ ⎟
⎢ ⎥⎝ ⎠⎣ ⎦

′−
= + − −

−
 

                                                                                                                                 
1

1 1
1

1x
x

e − ⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎣ ⎦−

= − 

                                                                                                                                    ( )
1

12
1

xxf x ex
−⎛ ⎞

⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠

−=′ −
 

x,1 ليكن -              جـ ⎤ ⎡
⎦ ⎣∈  :  ، لدينا ∞+

                                                   ( ) ( ) ( )
2

ln lnln1 1 0
x x x xxx x x

f x ⎛ ⎞
⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠

′′ − ′
= − − = − −′ 

                                                              
2

2 2 2

1 ln 1 ln 1 ln1 1
x x x x xx
x x x

× − − − += − = − = 

                                                                                                    ( ) ( )( )
2

1 1 ln
x

x x x
x

f =
− + +

′ 

 
1x                   لدينا  ln: إذن  . < 0x 1  و  < 0x + 1  و  < 0x − 2 و < 0x ): إذن  . < ) 0f x >′.  

⎤,1 تزايدية قطعا على المجالf:                    وبالتلي فإن  ⎡
⎦ ⎣+∞.  

1x, ليكن -              د ⎤ ⎡
⎦ ⎣∈ ): لدينا  . ∞− )

1
12

1
xxf x ex
−⎛ ⎞

⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠

−=′ −
،  

                 و بما أن  
1 0 21 012 1 0

x xx xx
⎧⎪
⎨
⎪⎩

− > −< ⇒ ⇒ >
−− < − <

  و 
1

1 0xe − >،  

):                   فإن  ),1 : 0x f x⎤ ⎡
⎦ ⎣∀ ∈ −∞ ⎤1, تزايدية قطعا على المجالfومنه نستنتج أن . ′< ⎡

⎦ ⎣−∞. 
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  :fجدول تغيرات الدالة                 
 

 

):  لدينا  -أ. 3              ) ( ) lnlim 1 lim 0
x x

xf x x x→+∞ →+∞
− − = − )إذن  . = )fCيقبل مقاربا مائلا ( )D بجوار 

1y معادلته  ∞+                     x= −.  

)                     دراسة الوضع النسبي للمنحنى )fC والمستقيم ( )D: 

x,1                     ليكن  ⎤ ⎡
⎦ ⎣∈ ): لدينا  . ∞+ ) ( ) 0ln1 xf x x x <− − = )إذن . − )fCيوجد تحت ( )D على  

⎤,1                     المجال ⎡
⎦ ⎣+∞.   

):               لدينا   -               ب ) ( )
1

1
0

1lim lim 1 lim 1
t

x
x x t

x ef x x e x t t
−

→+∞ →+∞ →

⎛ ⎞
⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠

− = − − = − + 

                                                                                  
0

1lim 1 1 1 0
t

t
e

t→
−= − = − = 

وذلك بوضع                     
1

1t x=
−

0  حيث  
x
t
→+∞
→.  

)                    ومنه نستنتج أن المستقيم  y ذو المعادلة  ∆( x=مقارب مائل للمنحنى ( )fC بجوار −∞. 

)إنشاء المنحنى. 4              )fC:  
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  :      2   تمرين تطبيقي رقم    
 : المعرفة بما يلي xلة العددية للمتغير الحقيقي الداf                                      نعتبر           

                              
( )

( )

11 ; 0

0 1

x

f x xx
f

⎧ ⎛ ⎞⎪ ⎜ ⎟⎪ ⎜ ⎟
⎝ ⎠⎨

⎪
⎪⎩

= + ≠

=
 

 : المعرفة بما يلي x الدالة العددية العددية للمتغير الحقيقيg  لتكن:          الجزء الأول 

( ) 1 1ln 1 1g x x x
⎛ ⎞
⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠

= + −
+

 

  .g حيز تعريف الدالةgDحدد . 1                

  .gD عند محداتgأحسب نهايات . 2                

)حدد . 3                 )g x′ لكل xمن gDثم أعط جدول تغيرات الدالة ، g.  

):  استنتج أن . 4                 ): 0gx g x∀ ∈ >D.  

 :الجزء الثاني           
  .f حيز تعريف الدالةfDحدد . 1               

 . ، وأول النتائج المحصلة هندسيا fD عند محداتfأحسب نهايات . 2               

 .0 على اليمين في fأدرس اتصال الدالة. 3               
 .0، وأول النتائج المحصلة هندسيا  0  على اليمين فيfأدرس قابلية اشتقاق الدالة. 4               

) حدد .5                )f x′ لكل xمن { }0f −Dثم أعط جدول تغيرات الدالة ، f.  

)أنشئ المنحنى . 6                )fC.  

 :       الحل 
                :          الجزء الأول 

 :    gةحيز تعريف الدال. 1               
1/ 1 0 0g x x
x

⎧ ⎫= ∈ + > ≠⎨ ⎬
⎩ ⎭

D ë               

 
, : وبالتالي فإن                    1 0,g ⎤ ⎡ ⎤ ⎡= ⎦ ⎣ ⎦ ⎣−∞ − ∪ +∞D.  

  : gD عند محداتgنهايات الدالة. 2               

) :                      لدينا ) 1 1lim lim ln 1 l 0n1 0
1x x

g x
x x→±∞ →±∞

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎝ ⎠

= + − = − =
+

. 

): لدينا                   و  )
0 0

1lim lim 1 1ln 1 1x x
g x x x→ →+ +

⎛ ⎞
= +∞ − =⎜ ⎟⎜ ⎟

⎝ ⎠
+∞= + −

+
: لأن .  

0
1lim 1

x x+→
+ = +∞. 
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                  نضع 
1 11 xt x x=

+= :  إذن  . +
( )1
0

x
t −

+

→
 و →

1
1x t= −

:ومنه فإن  . 
11 11 1

tx t t+ = + =
− −

 : و 

                   ( )
0 01 1

ln 1lim lim lim lim1 1 1ln 1 ln1 t tx x

t t t
t

tg x tx x t⎛ ⎞ ⎛ ⎞
⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠
− −

+ +→ →→ →
− −

⎛ ⎞ − +
= = =⎜ ⎟⎜ ⎟

⎝ ⎠
+∞−= + − −

+
 

 :    ، لدينا  gD منxليكن. 3                

                                  ( ) ( )
( ) ( )

2
2 2

1 11 11 1 1ln 1 1 11 1 11

xx x
xx x x x

x x

g x
⎛ ⎞ ⎛ ⎞⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎛ ⎞⎛ ⎞ ⎝ ⎠⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎝ ⎠⎝ ⎠ ⎜ ⎟

⎝ ⎠

′
+ ′′ −+

+ − = − − = +++ + ++
=′  

                                                                                        
( ) ( )

( )
( )22

1

1
1 1

1 1

x x

x xx x x

− + +

+
=− +

+ +
=         

                                                                                                             ( )
( )2

1
1x x

g x −
+

=′ 

)                   إشارة  )g x′على gD إشارة  هي( )x−  ومنه نستنتج جدول تغيرات الدالة ،g آما يلي :      

 
, متصلة وتزايدية قطعا على المجالg :لدينا. 4                 1⎤ ⎡⎦ ⎣−∞  : إذن . −

( ) ( )
( )

( )
1

, 1 lim , lim 0,
x x

g g x g x−→−∞ → −

⎤ ⎡
⎥ ⎢⎤ ⎡ ⎤ ⎡

⎦ ⎣ ⎦ ⎣⎥ ⎢
⎦ ⎣

−∞ − = = +∞.  

⎤,0ة قطعا على المجالناقصي متصلة وتg  : ولدينا                     ⎡⎦  : إذن . ∞+⎣

( ) ( ) ( )0
0, 1 lim , lim 0,

x x
g g x g x

+→+∞ →

⎤ ⎡⎤ ⎡ ⎤ ⎡⎥ ⎢⎦ ⎣ ⎦ ⎣⎦ ⎣
+∞ = = +∞ 

): فإن                     وبالتالي ), 1 0, : 0x g x⎤ ⎡ ⎤ ⎡
⎦ ⎣ ⎦ ⎣∀ ∈ −∞ − ∪ +∞ >.  

 :الجزء الثاني           

}   :    fةحيز تعريف الدال .1                }1/ 1 0 0 0f x xx
⎧ ⎫⎪ ⎪
⎨ ⎬
⎪ ⎪⎩ ⎭

= ∈ + > ≠ ∪D ë              

                                                                        { }, 1 0, 0⎤ ⎡ ⎤ ⎡
⎦ ⎣ ⎦ ⎣= −∞ − ∪ +∞ ∪ 

                                                                                , 1 0,f ⎤ ⎡ ⎡ ⎡
⎦ ⎣ ⎣ ⎣= −∞ − ∪ +∞D 
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   : fD عند محداتfنهاياتحساب .2               

):   لدينا                   )
( )1 ln 1ln 1

0
1lim lim 1 lim lim

x tx x t
x x x t

g x e e ex

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

++

→±∞ →±∞ →±∞ →

⎛ ⎞
⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠

= + = =  وذلك بوضع   =

                 
1t x=  ، 0  حيث

x
t
→±∞
) إذن  . → )fC معادلته ∞± يقبل مقاربا أفقيا بجوار y e=.  

بوضع             و       
1ln 1t x x

⎛ ⎞
⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠

=  ، نجد +
( )1x

t −
→ −
:  لأن  ∞+→

( )1

1lim 1 0
x x−

+

→ −
+  و =

0
lim ln
t

t+→
= −∞.  

   : إذن                   
( )

( )
( ) ( )1 1 1

1ln 11lim lim 1 lim lim
x

x x x

x x t
t

g x x e e
⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠

− − −
− − −→ → →

+

→+∞
⎛ ⎞
⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠

= + = = = +∞. 

)فإن ومنه                    )fC 1 معادلته عموديا  يقبل مقارباx = −.  

 . 0 على اليمين في fاتصال الدالة دراسة .3               

:  نضع                   
1t x= .  إذن :

0x
t

+→
 : ومنه فإن ،  ∞+→

                                                         ( )0 0 0

1ln 11lim lim 1 lim
x

x x x

x x
f x x e

+ + +

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠

→ → →

+⎛ ⎞
⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠

= + = 

                                                                             
( )

1ln 1
ln 1

lim lim
t

t t
t t

t t
e e

⎛ ⎞⎛ ⎞+⎜ ⎟⎜ ⎟+ ⎝ ⎠⎝ ⎠

→+∞ →+∞
= = 

                                                   

1 ln 1ln ln 1

0

1ln 1
1lim lim

tt
t t t

t
t

t t
ee e

⎛ ⎞⎛ ⎞ ⎜ ⎟+ +⎜ ⎟ + ⎜ ⎟⎝ ⎠ ⎜ ⎟
⎝ ⎠

+

→+∞ →+∞
= = == 

                                                                                           ( ) ( )0
1 0lim

x
ff x

+→
== 

 .0  على اليمين في  متصلةfفإن الدالة                   وبالتالي 
  :0  على اليمين فيf قابلية اشتقاق الدالةةرساد .4                

       : لدينا                     
( ) ( )

0 0 0

1 1ln 1 ln 1
1 1 1ln 1

10 ln 1

0
lim lim lim
x x x

x xx x

x x xx
x

f x f e e
+ + +

⎛ ⎞ ⎛ ⎞
⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠

→ → →

+ +
− − − ⎛ ⎞= × +⎜ ⎟− ⎛ ⎞ ⎝ ⎠+⎜ ⎟

⎝ ⎠

= 

:                    نضع 
1ln 1t x
x

⎛ ⎞+⎜ ⎟
⎝ ⎠

: نعلم أن  . =
0
0

x
t

+→
→  : 

 بوضع(                  
1u
x

=،
( )

0 0

ln 11 ln 1 1lim lim ln 1 lim lim ln 1 0
u ux x

u ut x
x u u u u+ + →+∞ →+∞→ →

⎛ ⎞ ⎛ ⎞
⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠

+
+ = = + + ==( 

         :                    إذن 
00

1ln 1
1

1ln 1

1lim lim 1
t

tx

x x

x
x

e
t

e
+

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠

→→

+
−

⎛ ⎞+⎜ ⎟
⎝ ⎠

−= :  ، ولدينا =
0

1ln 1lim
x x+→

⎛ ⎞+⎜ ⎟
⎝ ⎠

= +∞.  

:                    ومنه نستنتج أن 
( ) ( )

0 0
1

0
lim
x x

f x f
+→

−

−
= ×+∞ = +∞.  

 .  0 على اليمين في  غي رقابلة للاشتقاقfفإن                   وبالتالي 
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)   :هندسي تأويل                     )fC موجه 0 يقبل نصف مماس رأسي على يمين النقطة ذات الأفصول  

 . الأعلى حون                                               
 

}منعنصرا  xليكن. 5                 }0f −D لدينا ، :  

                                                                                                         ( )
1ln 1x xf x e

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠

+
⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

′

=′ 

                                                                                                              
1ln 11ln 1

x xx ex

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠
+⎛ ⎞⎛ ⎞

⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎝ ⎠⎝ ⎠

′
= + 

                                                                                  
1ln 11 1ln 1 ln 1

x xx x
x x

e
⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠
+⎡ ⎤

⎛ ⎞⎛ ⎞ ⎛ ⎞⎢ ⎥
⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎢ ⎥⎜ ⎟⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎝ ⎠⎢ ⎥⎣ ⎦

′
+ + +′= 

                                                                       

1ln 1
11

1ln 1 11

x xx
xx

x
e

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

′⎡ ⎤
⎛ ⎞⎢ ⎥⎜ ⎟⎢ ⎥⎜ ⎟⎛ ⎞ ⎝ ⎠⎢ ⎥⎜ ⎟⎜ ⎟⎢ ⎥⎝ ⎠⎢ ⎥

⎢ ⎥
⎣ ⎦

++
= + +

+
 

                                                                                             
2

1ln 11
1ln 1 1

x xxxx x
x

e
⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

⎡ ⎤
⎢ ⎥⎛ ⎞
⎢ ⎥⎜ ⎟⎜ ⎟⎢ ⎥⎝ ⎠⎢ ⎥
⎣ ⎦

+−
= + + +  

                                                                                    ( )
1ln 11 1ln 1 1

x x

x xf x e
⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠

+⎡ ⎤⎛ ⎞
⎢ ⎥⎜ ⎟⎜ ⎟⎢ ⎥⎝ ⎠⎣ ⎦

= + −
+′ 

                                                                                                  ( ) ( )
1ln 1x x

f x g x e
⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

+
=′ 

):  من الجزء الأول ، لدينا 4 السؤال                   وحسب  ), 1 0, : 0x f x⎤ ⎡ ⎤ ⎡
⎦ ⎣ ⎦ ⎣∀ ∈ −∞ − ∪ +∞ >′. 

  :fتغيرات الدالة جدول                 
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) المنحنى اءنشإ. 6                )fC : 

 
 
 
 
 
 
 
 
 

 بالتوفيق إنشاء االله
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